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　　Parame七ers　characterizing　the　structure　of　confined　Yukawa　sys七e卑　are　es－
timated　for　‘dusty　plasmas’，　clouds　of　charged　macroscopic　particles　formed
near　the　boundary　between　plasma　and　the　sheath　and　levitated　by　nega－
tively　biased　electrode．　When　we　have　dust　particies　with　different　ratios
of　charge　to　mass，　they　form　a　two－dimensional　Yukawa　mixture　or　sep－
arate　two－dimensional　one－component　Yukawa　systems，　depending　on　the
charge　density　in　the　sheath　and　number　density　of　dust　particles．　ln　order
tg　p；ovide　a　basis　for　numerical　simulations　on　Yukawa　mixtures　inc｝ud－
ing　Coulombic　case，　we　summarize　mathematical　expressions　necessary　for
molecular　dynamics．　・
Part　1Characteristic　Parameters　for　Mixtures
1 Introduction
　　Physics　of　dusty　plasmas，　assemblies　of　macroscopic　particles　immersed　in　plasmas，　have　at－
tracted　keen　interest　of　researchers　as　an　important　practical　problem　in　plasma　processes　of
semiconductor　manufacturing　and　also　as　a　subject　of　basic　s七a七istical　physics．［1］Observa七ion
of　crystal－like　structures　in　dusty　plasmas［2，3，4，51　have　added　a　new　example七〇the　classical
Cou16mb　lattice　which　was　predicted　more　than　six七y　years　ago．［6］
　　In　our　recent　works，［7，　8，　9，　10，　11，　12，　13］　we　have　regarded　dust　particles　as　interacting　via
the　isotropic　repulsive　Yukawa　potential
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　！lllL　exp（一Kr），　’　　（1・1）
where　一q　is　the　（negative）　charge　on　a　dust　particle，．and　trapped　in　a　one－dimensional　potential
well　of　the　form
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　vext（z）　＝＝　ikz2’　（1’2）
We　have　analyzed　the　phase　diagram　for七he　s七ruc七ure　of七his　confined　Yukawa．sys七em　by　molec．
ular　dynamics　simulations　and　theoretical　approaches．
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　　As　for　the　interaction　between　dust　particles，　it　has　been　pointed　out　that　there　exists　．　an
anisotropic　interaction　coming　from　the　ion　fiow　in　the　shedth．［14，　15，　16，　17］　The　most　important
resul七〇f　this　anisotropic　po七ential　may　be　the　phenomenon　of　alignment　of　dust　particles　along
the　z‘direction　often　observed　in　experiments．　There　also　exist，　however，　experiments　where　such
alignmen七is　no七apparen七［3】and　we血ay　have　the　cases　where七he　iso七ropic　par七〇f　in七eraction
potential　plays　the　central　role　to　determine　the　overall　structure　in　z－direction，　even　if　the
configurations　in　the　xy－plane　relative　．to　adj　acent　layers　are　affected　by　the　anisotropic　’part．
　　De丘ning　the　mean　dis七ance　betwee’n　d闘t　particlesαby
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　“，＝li；．F7C；5T7N，）i／2　・　．（1．3）．
from　the　surface　number　density　of　dust　particles　Ns，　we　express　thc　strength　of　screening　by
surrounding　plasma　by　a．　parameter
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　6’＝　Ka．　．　（1．4）
We　have　also　introduc．ed　a　pa！ameter　o　defined　by
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　，＝，z！i’1：i2g’Lti？！；di／；）2a2　（i．s）
to　describe　the　relative　strength　of　mutual　repU！sions　and　the　confining　potential．　Structures　at
low　temperatures　are　determined　by　a　competition　between　these　two　forces　and　are　expressed
as　a　phase　diagram　in　the　（’C，n）一plane．［9］
　　It　has　been　found　in　experiments　that　the　radius　of　dust　particles　of　the　same　kind　appearing
in　plasma　processes　has　rather　small　dispersion．　There　may　be　the　cases　where　different　kinds
of　macroscopig　par七icles　coex玉s七in　plasmas　and七heir　separa七ion　is　necessary．　In七his　par七，　we
clarify　the　origin　of　the　one－dimensional　confining　potential　and　discuss　various　possibilities　of
Structures　for　mixtures　of　Yukawa　particles．
2 Parameters’　Characterizing　Confining　Potential
We　consider　the　case　where　our　dusty　plasma　is．formed　above　a　horizontal　plane　electrode
which　is　wide　enough　to　regard　the　system　under．　consideration　as　one－dimensional．　A　typical
eXample　of　envirQIlment　of　our　／　dusty　plas血a　is　shown　in　Fig．1．　Dus七par七icles　are　under　the
vertical　gravita七iona，1　field　a，nd　are　levi七ated　by七he　electric　field　b6tween　the　negatively　biased
electrode　and　the　bulk　part　of　plasma．
　　Let　us　assume　that七he　density．of　charges　in　the　sheath（except　for　those　of　dus七particles）
is　given　by　en。h，αth，εbeing　the　elementary　charge，　and　is　nearly　constant　in七he　domain　where
dust　crystals　are．　formed．　When　we　take　the　z－axis　in　the　opposite　directioll　to　the　gravitation，
the　gravi鳳ional　and　the　electrostatlc　potentials　for　a　dust　par七icle　of　mass　m　and　charge－q　is
written　as　Mgz　and　as　2πgen。ん。athz2，　respectively．　Thus　dust　particles　are　in　the　po七en七ial　well
ノ　　　　　　　　　　ハ　し¢＜の
　　　　　　　　　　　　　　　iPext（z）＝2πilensheαtんz2一｛一mgz＝27「gen，heath（z－zo）2→一const，　　　　　　　　　（2．1）
where
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・・一一4。，罪＿一一4。，£，，α、、戦く・・　‘　（2・2）
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In　this　case，　k　＝　4Tqen，h，．th　and　n　is　calculated　as
　　　　reX
η＝
rn．h，．thX
ノklv書／2ノ．
、?????
When　we　have　only　one　species　of　dust　particles，　the　structure　at　low　temperatures　is　completely
determined　by　parameters　C．and　n，　ln　the　case　where　there　are　two　or　more　species　of　dusts，　we
have　to　also　take　the　dependence　of　zo　on　species．into　account．　We七hus　de蝕e　a　paraIne七erδby
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　6＝一｛lt＝S12；tF6eslikllXEien，ghf．tha2＝；itiFEaf：［Ilgeien　h，．thaZIL　（2’4）
to　represent　the　separation　in　z－direction：　The　equilibrium　position　which　is　proportional　to　the
charge七〇massl　r泓七io　g／m　is　compared　wi七h七he　mean　distanceα。
　　For　a　ty’pical　case　of　dust　particle　with　the　charge　q　＝　104e　and　mo　＝　10－i3kg　＝　10－iOg，
parameters　n　and　6　are　given　by
n＝　lo2　×
6　＝＝　6．1・lo－2　×
（104e　q）（、ll劉1繋一2）3／2，
（！’EOI；94e）（iilil；）（Tltilllil＝i’m2）’f2（llLiOllliilil｝iiil’9f，llil，’3）’
（2．5）
（2．6）
Values　of　these　parameters　are　shown　in　Fig．2．
　　According　to　the　values　of　n　and　6，　we　have　four　cases．　When　n　＞＞　1　and　6　＜＜　1，　the　Yukawa
皿ixture　forms　a七wo－dirnensional　system　or　the　two－dimensional　Yukawa　mixture，　Whenη》1
and　6　＞＞　1，　we　have　separated　two－dimensional　Yukawa　systems，　each　being　composed　of　one
species．　When　n　＜＜　1　and　6　＜＜　1，　we　have　a　mixture　of　Yukawa　particles　with　finite　thickness．
When　n　＜＜　1　and　6　＞＞　1，　we　have　two　separate　one－component　Yukawa　systems　with　finite
thicknesses．　These　cases　are　illustrated　in　Fig．3．
　　As　shown　above，　mixtures　of　Yukawa　particles　are　expected　to　have　a　rich　class　of　structure．s
at　low　temperatures．　When　the　axis　of　temperature　is　taken　into　account，　their　behavior　may　be
even　more　interesting．　One　of　powerful　methods　for　the　ana｝ysis　of　these　classical　systems　is　t，he
large　seale　molecular　dyfiamics　simulation．　ln　the　next　part，　we　give　mathematlcal　basis　of　such
a　simulation　which　is　now　in　progress．
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Fig．2．　Values　of　characteristic　parameters　n　and　6．
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Fig．3．　Structures　of　confined　Yukawa　mixture．
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Part　IIMolecular　Dynamics
（? Formuiation　for　Yukawa　Mixtures
　　In　this　part，　we　summarize　some　mathematical　expressions　for　molecular　dynamics　of　mixtures
of　Yukawa　particles．　Our　system　is　composed　of　particles　i　＝　1，2，．．．，　Ar　with　mass　mi　and　charge
qi　interacting　via　the　Yukawa　interaction
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　qiq」v（r）　（3．1）
where
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　l
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　v（r）　＝i．　exp（一　rcr）．　（3．2）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　r
　　As　ex七erllal　conditions，　we　consider　two　cases：（1）Three－dimensional　system　with　constant
volume　or　un．der　constant　pressure，　and　（2）　The　system　confined　in　one　direction　with　constant
volume　or　under　cons七ant　pressure　in　remaining七wo　directions．　In　the　first　case，　we　impose
periodic　boundary　conditions　in　three　directions　and　in　the　second，　in　two　directions．　ln　order　to
reduce　the　effect　of　boundary　conditions　on　dynamics　of　the　system，　we　include　the　deformation
of　fundamental　vectors　of　periodicity　in　our　formulation，［18，　19］
4 Dynamics　for　Microcanonical　Ensemble
We　here　．suinmarize　molecular　dynamics　for　the　microcanonical　ensemble．　IB　what　follows，　the
dot　denotes　the　time　derivative　as
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノ（・）一議）・　　　　　（4ユ）
In　order　to　impose　the　periodic　boundary　conditions，　we　express　the　coordinates　of　a　particle　as
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　r＝＝　h・x　（4．2）
in　the　case　of　periodic　boundary　conditions　in　three　dimensions．　Here　h．　is　a　3　×　3　tensor　composed
of　fundamental　（column）　vectors　a，　b，　and　c　as
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　h＝　（a，　b，　c），　（4．3）
and　the　volume　of　our　unit　cell　is　given　by
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Vo　＝＝　det　h．　（4．4）
　　For　Yukawa　system　with　two－dimensional　periodicity　｛P｝　in　the　xy　plane，　we　define　h　as　a
2　×　2　tensor　and　express　the　coordinate
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　r＝　（R，　z）　（4．5）
or
r＝R十z2 （4．6）
as
R＝h・X， （4．7）
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　So＝　det　h；　（4．8）
　　4．1　Dynamics　with　fixed　periodic　boundaries
WeD　first　co．nsiqer　Phe　s．implest　，casg　wPgre　the　vectors　representing’　the　peri6dicity．　pre　fixed，
　　The　Lagrangian　is　given　by　the　standard　form　as
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・・r（｛ri，　fri｝）一書警≠バーσ（｛・1｝），一　．（生9）
　　where　U（｛ri｝）　is　the　potential　energy
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1田　1＞
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　σ（｛「1｝）＝羅の卿q「1一「・D，　　　〈4・’G）
　　and　we　have　naturally
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ti　＝h　・．　5［i．’　．（4．11）
Equationg　of　motion　qre　given　by
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　継騰q．．．（4・12）
　　or．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　d2　o
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　mピ涙「・＝一∂・、ひ．　　　　．（4・13）
　　　　The　momenturn　is　defined　by
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　pi　一一　miti　．　．　（4．14）
　　and　the　Haエniltonian　is　given　by
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・．嘆2荒P・・P汁σ（｛・1｝）・　．　．（4・15）
We　h’≠魔?@the　．Conservation　of　total　energy．　in　the　form
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　誘脚・　．．　．．　　（4・16）
4・2@DYn№香GlcF　with　．defor－m．　able．periodic．boypdarie．s　．
　　4．2．1　Periodicity　in　three　dimensions
　　　　Am・th・d　t・七・k・th・d・f・・m・七i・n．・f　f・nd・m・nt・1．vect・・s・f　p・ti・di・i七y　i・七・・ew・it・七h・
　　Lagrangian　into　the　for血［18］
　　　　　　　　　　　　　　　　L（｛x岡，h，6）一Σ碑文・・G・文・一U（h，｛Xl｝）＋署丁・［fit・司，　（4・17）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　t
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Str”ct”re　of　bthawa　（D”sty　Plasma）　A（fixtttres
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where
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　G＝hオ・h．　　　　　　　　　　　　　　　（4ユ8）
The　positive　parameter　W　corresponds　to　the　mass　of　the　frame　of　coo／rdinates．　The　value　of　W
is　arbitrary　in　pTinciple　but　to　be　optimized　in　practice．　ln　this一　case，　velocities　are　defined　by
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　v、≡h・文i．　　　　　　　　　（4．19）
　The　equations　of　motion　are　given　by
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　s，（gl．）一＆／．一〇　，，．，，，
and
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Ikt　（zlitliiliz［　一）　一　sit15EL　＝o，　（4．．21）
or
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　dA　d　O
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　mi－a2G・　2／txi　＝　T8．E；，　U　（4．22）
and
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　WIZtl｝2，hi　n・a．　’　（4．23）
Tensors　n　and　a　are　given　respectively　by
［＋（圃（圃㌣・物申！一P）∂綱D｝＋∵1）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　n・一．一SI］ii（琴9り論響）・．　（4・25）
and
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・一％（hり一1．　　　　　　（4．26）
　　The　momenta　are　defined　by
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　pi＝miG・ki　．　（4．27）
and
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　pa＝iVV　h，　’　（4．28）
and七he　Halniltonian　is　given　by
　　　　　　　　　　　　　　　　　π一琴2荒（G一1・P∂・P汁σ（h，．｛xl｝）＋2品恥）・　（4・29）
The　conservation　of　Hamiltonian　is　written　as
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　｝，H－o．　．，　．　（4130）
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4．2．2　Periodicity　in　two　dimensions
　In　this　case，　h，　G，　and　a　are　2　×2　tensors　defined　simi｝arly　to　the　case　of　three－dimensional
periodicity．　The　Lagrangian　is　given　by
£（｛Xl，・1・梱，h，A）一琴海文1・G・文・＋跨・2訓h，｛X圃＋喜丁・［紺（4・31）
Velocities　in　two　dimensions　are　defined　by
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Ri　一＝　h・　X，．　（4．32）
　Equations　of　motion　are　given　by
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　縦磁一・・　　　（4・33）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ft　（gf／i．．）　一　llf／i．　＝　o，　（4．34）
and
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2il，（ziitli［i2’（；）’ttL一’o，　c4・3s）
or
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　d．　d　　　　　　　　　 　　 　　　　　　　　a
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　m・認G’読X・干｝∂X、σ，　　　　（4・36）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2　　　　0　　　　　　 　　　　　　 d
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　m・荊＝一蕊σ・　　　　　　（4・37）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2
and
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　d2
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　VV　IltP，h＝　n・a・　（4．3s）
Here　n　and　a　are　defined　by
n一
}｛Σmi（h・文i）（h・文　一1、黒、）q・q・苓（＆’iL｝l13　r：．」）宰P）∂鍋D｝＋n・，
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．39）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　［・一一，lii。（琴9う昌葺（P），．　　（4・4・）
and
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・一S。（hり一1．　　　　　（4．41）
5　Dynamics　with　Deformable　Periodic　Boundaries　under　External
　　　　Pressure
　　The　external　pressure　p，．t（t）　is　taken　into　account　by　adding
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－pext（t）　det　h　：一pext（t）　Vo　（5・1）
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to　the　Lagrangian．　The　Lagrangian　is　then　written　as
　　　　　n．t　r．　．　i．　1　1’　，N．　rc　Mi一’．　．，一．一’．　TTtl　f　）x，Wr1．i．　’F1’　f．　1’1　／！x．　i．’i1　／p．．　tnx
　　　　　んqx‘，脚川＝．÷一7x’○’O」x‘一蝋n，iX揖一71「［””・’　n」一酬τ川et　n’　〈b●Z／
　Equations　of　m’otion　are　given　by
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　岳優）一頭一・　　　　　　　（5・3）
and
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　編1，）騰一・，　．　（5・4）
or
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　dA　d　0
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　叫読G’読x・＝一∂k．U　　．　　（5・5）
and
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　d2
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　W露h一［［一門オ）1］・σ・　　　　　（5・6）
　The　momenta　are　defined　by
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　pi＝miG・ki　．　（5．7）
and
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　pa＝Wh，　．　．　（5．8）
and　the　Hamiltonian　is　given　by
　　　　　　　　　　　H一琴2誌（G一・・Pの・P・＋σ（h，｛xの．＋2毒T・（ILt・μ）協・（t）d・th・．（5・9）
In　this　case，　the　’モ盾獅唐?窒魔≠狽奄盾氏@of　Hamiltonian　is　written　as
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　d．　J　．d
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　泌一d・th読酬オ）・　　．　．　（5・10）
5．1　Dynamics　with　Constant　volume
　　The　condition　of　constant　volume　is　realized　by　adjusting　the　external　pressure　so　as　to　keep
the　volume　constant．　When　the　Yukawa　system　reduces　to　the　Coulomb　system　without　the’
charge　neutrality，　the　existence　of　ine；t　rigid　backgrovnd　is　assumed　and　this　condition　is　of
essential　importance．［19］
　　In　the　case　of　three　dimensional　periodicity，　the　external　pressgre　is　given　by
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　劇一T「（σ≒［’σ）一瓢1孕（σちh’σオ’h）・　（5・11）
In　the　case　of　two－dimensional　periodicity，　Vo　is　replaced　by　So．
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6　Dynamics　at　Constant　Temperature　with　Deformable　Periodic
　　　　Boundaries　under　External　Pressure
　　In　order　to　simulate　the　canonical　ensemble，　we　introduce　a　variable　s　and　consider　the　dy－
namics　of　a　virtual　system　and　then　map　virtual　variables　to　real　ones．［20，　21］　The　Lagrangian
of　the　virtual　system　£．　is　given　by
　　　　　　　　　　　　　　　Lv（｛xi，　Sti｝，　h，　h，　s，　S，t）一画面・・文・・G・文汁署・・T・［6t・司
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　z
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＋　g32　一U（h，　｛xi｝）　一p，．t（t）　deth－gkBT　ln　s．　’（6．1）
Here　Q　is　the　mass　related　to　the　heat　reservoir，　Though　the　value　of　Q　does　not　affect　the
results　so　far　as　one　follows　the　dynamics　for　a　suMciently　long　time，　it　needs　to　be　optimized
for　practicai　purposes．
　　Equations　of　motion　are　given　by
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・・m・岳G・岳x・一一∂隻σ一2・SmlG・藷x・，　　（6・2）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　s2　1／v　£t＄2，h　＝＝　［n　一p，．t（t）1］　・a一　2s3VV　Ilit7h，　（6・3）
　　　　　　　　　　　　　　　　9轟・一1｛琴警・・kl・G・文汁署・・Tr［畔糾　一（6・4）
　　The　momenta　are　defined　by
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　pi＝s2miG・ki，　（6，5）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．pa＝s2Wh，　（6．6）
and
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ps＝　Q3，　（6．7）
and　the　Hami1七〇nian　is　given　by
H一
Z2、k．（G－1・Pの・P汁r（h，｛x・｝）＋2。h恥）＋諾＋gk・Tl・・幅・）d・・h・（6・8）
The　conservation　of　Hamiltonian　is　written　as
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　d．　．　．d
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　諮一d・th認酬オ）・　　　　　　（6・9）
The　dynamics　of　our　virtual　system　is　completely　determined　by　these　equations．
　　We　now　map　variables　in　the　virtual　sy’stem　to　real　variables　by　the　relations
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’dt’＝ls！lllsi）　or　t’＝f‘：＄I」），　（6．io）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　xl＝Xi，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（6ユ1）
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ま’、玉，　　．　　．　　（6．12）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　5
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　h’＝h，　　　　．　　　　　　　　　　　　　・　．　　．　　　　．　　（6・13）
and
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　サ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・　ト
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝一．　　．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．　　　　（6．14）　　　　　　　　 　　　　　h’
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　5
When　g＝31＞十9十1－1，　N　being　the　number　of　particles　in　the　unit　cell，　the　average　of
real　variables　taken　over　uniform　intervals　of　the　virtual　time　follows　the　canonical　distribution．
When　g＝3N十9－1，the　average　of　real　variables　taken　over　uniform　in七ervals　of　the　real　time
follows　the　canonical　distribution．　The　subtraction　of　unity　comes　from　the　conservation　of　the
volume　det　h．．
　　In　the　case　of　periodici七y　in　two　dimensions，　the　degrees　of　freedoni　accompanyillg　particles　are
2A「　and　those　related　to　deformation　of　fundamental　vectors　are　4．　We　seもg＝2N十4十1－1
0r　g＝2／V十4－1，accordillg　to　the　method　of　time　average．
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Appendix
A　Ewald－Type　Formulae　for　Yukawa　Lattice　Sum
We　here　describe　some　Ewald－type　expressions　for　lattice　sums［22］　in　the　Yukawa　system　with
three－or　two－dimensional　periodicity．　In　order七〇七ake七he　deformation　of　fundamental　vectorsラ
we　calculate　the　pressure　tensor　in　addition　to　interaction　energy　and　force．［7］
A．1　lnteraction　energy
A．1．1　Periodicity　in　three　dimensions
We　rewrite　the　Yukawa　potential　ipto
　　　　　　　　　　　　　　・（り÷xp（一・・）一躍（f。G＋ガ）dρ・xpC・・ρ・一浮），
and　Fourier－transform　the　long－range　par七〇f　the　lattice　sum：
（A．1）
2v（lp　一　rl）
p
一2　　　　p
＝苓21P一・i
13；ii　（f，G＋　fGOO）　dp　exp　（一lp　一　rt2p2　一　；E：2S，）
一，1　｛exp　（Klp　一　rl）　erfc　（Gip　一　rl　＋　fa’　）
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＋　ex？　（一Klp　一　rl）　erfc　（Glp　一　rl　一　Sliii））　＋　ilt　］IEI）　gi，一flil；］？・＋T．，　exp　（一W2　＋G，K2　＋　ig　・　r）　（A・2）
Here　｛g｝　is　the　reciprocal　lattice．　The　interaction　energy　between　the　particle　i　and　its　own
images　or　the　Madelung　energy　of　lattice　｛p｝　is　given　by　q，2・　ipo　where
　　　　　　　dio　＝　｝i．m，　［？　vGp　一　rl）　T　v（r）］
　　　　　　　　＝　］illtil，　Si」　｛exp（Kp）　erfc　（Gp　＋　51i；）　＋　exp（一Kp）erfc　（Gp　一　iiib）｝
　　　　　　　　　　　＋嶋・誓。・exp（g2　十　K2　4G2）＋…f・（売）÷・xp（一4暮・）・（A・3）
　The　interaction　energy　U　is　thus　given　by
　　　　ひ．一二・・q・多小叩pD＋1φ・シ
　　　　　　　一塔q…多21。≒｛・xp（・いDerf・（G隔一暁）
　　　　　　　　　＋・xp（一・1・ザPl）・・f・（θ1・ザPl泌）｝
　　　　　　　　　＋鴛，・÷。・exp（g2　十　K2　4G2）導q・q・・xp幅）
　　　　　　　　　＋1（書qう謎｛・xp（・P）・・f・（Gp＋蓄）＋・Xp（一・・）・・f・（σ・一捌
　　　　　　　　　＋1（書qう［…f・（売）÷・xp（一4暮、）］・　　（A・4）
A．1．2　Periodicity　in　two　dimensions
　For　Yukawa　system　with　two－dimensional　periodici七y｛P｝，　we　have
　　　　　　　　　　　　　　2　v（IP　一　rl）
　　　　　　　　　　　　　　P
　　　　　　　　　　　　　　　　＝　？　tht　．　，1　｛exp　（rclP　一　rl）　erfc　（GtP　一rl　＋　SZtT）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　＋・xp（一・lp一・D・・f・（Glp一・ト発）｝
　　　　　　　　　　　　　　　　　　＋虜嶺≒exp（iK・R）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　両　　　 　　　 　　×（　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　exp（V7？i　F－kliz）erfc（　　　　　　　　 　　　　　　　　　　　　　＋Gの
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2G
　　　　　　　　　　　　　　　　　　＋・xp（一〉廊・）・・f・（等亙σ・））・　　（A・5）
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Here　｛K｝　is，the　two－dimensional　reciprocal　lattice　and　So　is　the　area　of　the　unit　cell　in　two
dimensions．　The　interaction　energy　between　the　particle　i　and　its　own　images　or　the　Madeiung
energy　of　t’w’o’一dimensiona’1　latLuice　｛P｝　is　given　by’　g’，2；　ipo　tthere
　　　　　　ipo　＝　｝i．m，｛Z　v（IP　一　rl）　一　v（r）｝
　　　　　　　　　　　　　　P
　　　　　　　　＝’　p2＃，　“t　｛exp（KP）erfc　（GP　＋　S［tiT）　＋　exp（一KP）erfc　（GP　一　tiiii）｝
　　　　　　　　＋姦撫・・f・（廊　　2G）＋…f・（藷）一毒σ・Xp（一碁、）・（八6）
　The　interaction　energy　U　is　given　by
σ一 P霧・…？v（【・　PD＋1φ・（琴・う
　　　　　　＝　gl，III＃」　gig」　Zp　ETitTl　一i；；i’一　，，，1　｛exp（KIP　一　ri」Derfc　（Glp　一　rial　＋　E21b）
　　　　　　　　　＋　exp　（一KIP　一　ri，・1）　erfc　（GIP　一　ri」1　一　tiitiT）｝
　　　　　　　　　＋2嬬9・q・？m≒・xp照・）
　　　　　　　　　・（・xp（〉廊…）・・f・（孚＋G・の
　　　　　　　　　＋　exp（一vfftEny　一Ez　zi」・）erfc　（UlliitElllZ＋　K2　一　Gzi」・）　）
　　　　　　　　　＋1（琴・う？’歩｛・xp（・P）・・f・（σP＋売）＋・xp（一・P）・・f・（σP一藷）｝
　　　　　　　　　＋1（琴qう［…f・（2巻）一義σ・xpC4暮、）｝・　　　（ん7）
A．2　Force
A．2．1　Periodicity　in　three　dimensions
　We　first　note　that
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　表ひ一hち濠ひ　　　　（A・8）
The　second　factor　is　ca｝culated　as
　　　　　　　　一書σ一q・惹）q・早（「i一「ゴーPIr2ゴーp13）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　×　B　（i　一　Klrio・　一　pl）　exp　（Klrij・　一　pl）’erfc　（Glri」’　一　pl　＋　S［iii）
　　　　　　　　　　　　　　　　　＋1（1＋・1・1・一PD・xp（一・1・ザPl）e・f・匝一PI一蓄）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．
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　　　　　　　　　　　　　　　4zlll；ii　Glri」　一　pl　exp　（一G21ri」　一　p12　一　ilZ2i・，　）］
　　　　　　　　　　　　　　　一頭赤・x・（一g劃孝一r司・
　A．2．2　Periodicity　in　two　dimensions
　　For　Yukawa　system　with　two－dimensional　periodicity　｛P　：　h　・　N｝，　we　have
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　⊥σ一hち⊥σ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　OXi　V　”　oRi　V，
and
　　a
一一．U　＝　ORi
　0一一一U　＝　ezi
q・惹）q・苓（R轟P）
×　B（i　一　rclri」・　一pl）　exp　（rclri」・　一　p1）　erfc　（Glri」’　一PI　＋　SZii）
＋ll　（i　一i一　Klri」　一　P］）　e）fp　（一Klrij’　一　Pi）　erfc　．（f［li！ri」’　一．PI　一　Sii；i）
＋　XGIri」　一　Pl　exp　（一G21riS　一　P12　一　t：？iiE2’2）］
一喫q望轟即興・xp照・）
　　　　　　　　　　　　　　卿?（　　exp（tw＋　ziDerfc（　　　　　　　　 　　　　　　　　　＋σ初　　　　　　　　　　　　　　　　2G
＋・xp（一　vi？7　mz）・・f・（孚一σ・の，
・㌧覆）・・？匿、警P【・
・［1（1一・1…一pl）・xp（・1…一PD・・f・匝一pl＋会）
＋1（1＋・1・ザpD・xp（一・1…一pD・・f・（θ1・ザpl一一　Va）
＋XGIri」・　一　PI　exp　（一G21ri」’　一　P12　一　ti？iiiEi’2）］
一論・馨q・・xp（乞K・Rの
・（・xp（・癬・の・・f・（等亙＋σ・の
一・xp（一〉褥…）・・f・（劃一σ・の）・
（A．9）
（A．10）
（A．11）
（A．12）
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A．3　Pressure　tensors
A．3．1　Periodicity　in　three　dimensions
We　here　give　Ewald－type　expressions　for　tensors　related　to　the　deformation　of　unit　cell：
　　　　　？（r一　p）　（r　一p　　lr－pl）∂編1）
　　　　　　＝　m　lili）　W’　一，Pil　（ii　g　P）（ll　（i　一　tcLr　一pl）　exp（tclr　一　pt）　erfc　（Glr　一　p1　＋　sliii）
　　　　　　　　＋ll　（i　＋　Klr　一　pl）　exp　（一K［r　一　pl）　erfc　（Glr　m　pl　r　S　i7）
　　　　　　　　＋fGlr　一　pl　exp　（一G21r　一　p［2　一　IIZ？Ei2））
　　　　　　　　＋癖99（　192　十　K2）・（9≒毒寿2＋1）・Xp神璽2＋ig・・）
　　　　　　　　一1撫，・÷。・eXp（与＋ig・r）・
　　　　　　詳∂霧）
　　　　　　　一一論罪琶（　・・）・xp（・・）・・f・（G・＋必）
　　　　　　　　　＋g　（i　＋　rcp）　exp　（一Kp）　erfc　（Gp　一　Sli；i）　＋　Jl；；Gp　exp　（一G2p2　一　：17？iE72））
　　　　　　　　　＋誓ζ99（，÷、）・（gi参夢2＋1）・xp（与2）
　　　　　　　　　一1撫，・圭。・exp（g2　十　rc2　4G2）・
The　tensor　n　is　thus　given　by
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　　　（rゴrP）暢一P）∂v（匿ゴーpl）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　十　Vonov，n　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　lriゴーpl　　　　∂lr‘ゴーpl琴m・（國（hO文の一塔・1・・苓
Σm・（h・文の（h・文の
?
＋塔・1・・？（「‘ゴ講f1
　1＋E（1＋・1・ザpD・xp（一・1…
　　2＋；万θ1「
（Aユ3）
（Aユ4）
　　　　　　　　　　　　R2）一（3　（i　一　K］ri」　一　pl）　exp　（Klri」
　　　　　　　　　　　　　一PD・・f・＠ザpト必）
i，一
@一pl　exp　（一・G21ri」’　一p12　一　2iii2iEi’2））
一PD・・f・（Gl・ザpl＋蓄）
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　　　　　＋1（琴qう混罪｛1（1一・P）・xp（・・）・・f・（の＋蓄）
　　　　　＋g　（1　＋　Kp）　exp　（一Kp）　erfc　（Gp　一　fii）　＋　Xi　Gp　exp　（一G2p2　一　2iZ2is，　）　］
　　　　　一ittii＞E］）ggdet2＋rc2）2（1：21ii；！：＋2rc2＋i）exp（一g：2ii｛｝！：＋G2rc2）；，，」gig」exp（ig・ri，・）
　　　　　＋i無÷。・exp（g2　十　rc　2　4G2）碧9・q・・xp（蜘・
A．3．2　Periodicity　in　two　dimensions
　For　Yukawa　system　with　two－dimensional　periodicity　｛P｝　we　have
　　　　？（雫｝〒P）∂謡D
　　　　　＝＝　一lilll）！11’　i’ili2－IB“iii一11’］！一一．P一）（illEigiP）（5（i－Klr‘pl）exp（Klr－pl）erfc（Glr－p1：一＋一li！：iii）
　　　　　　　　＋S　（1　＋　Kir　一　Pl）　exp　（一rclr　一一　PDerfc　（Glr　一　Pl　一一一　li！i；i）
　　　　　　　　＋fGlr　一　pl　exp　（一G2　1r　一　P12　一　ziS2E7，　）　］
　　　　　　　＋謡康99（　　192　十　K2）・傷夢2＋1）・xp（与＋ig・r）
　　　　　　　　一1轄ひ，・÷。・exp（　g2　十　K2　，　．一：一liltiil，｝一’＋ig・r），
where
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　g＝K十g．2
and
　　　　　　　　　　　　　　　　　　gg　＝　KK　十　g．K2　十　g．2K　十　g3z“2．
The　equation　of　motion　for　h　is　related　to　the　2　×2　part　of　the　above　tensors：
？g’1＝TIIIgl｝r：一1i2一；1（：，一P）a’sa！ew（lri．gi）
＝一
HWt一，P一）（pRI，MP）（g（1－rclr－P1）exp（rclr－Pl）erfc（Glr－Pl＋S｛；i）
　　　＋S　（1　＋　rclr　一　Pl）　exp　（一rclr　一　Pl）　erfc　（Glr　一　Pl　一　51i7）
　　　＋　3；；Glr　一　pi　exp　（一G2　lr　一　P12　一　2il？iiii’2　））
＋意新畑（9・t。・）・（9…き≠ナ1）・xp（」溶き許2＋ig・・）
（A．15）
（A．16）
（A．17）
（A．18）
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一1
ｭ撫9・辛。・exp（g2　十　K2　，　．一trt　＋ig・r）
＝＝
@一　￥1）　！11tl＝iiilil￥￥一　．P一）　（pR，一　P）（S（i　一　rclr　一　pl）　exp　（Klr　一　pD　erfc　（G’lr　一　P1　＋　SZtT）
　　　＋1（！＋・卜pD・xp（一・1・一pl）・・f・（GI・一P1謝
　　　＋　kGlr　一　pl　exp　（一G2　1r　一　p12　一　tii2i7，　）　）
＋ii；］；？KKtwtsr2＋．23／2eXp（iK’R）［（1－V7rlE一：＋F7z）exp（V7？iE一：＋FEi’z）erfc（tnd’＋K2＋G．）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　諏　　　＋（1　＋　V’li？E2一　F－Eiiz）　exp（一v’R’1ny＋：一一　5　z）erfc（　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一Gの　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2G
　　　＋毒竿・xp（与2一σ・ノ）］
一儒π≒・xp（iK・R）［・xp（》褥・）・・f・（等亙＋Gの
　　　＋exp（一v’［i？T＋F」5iz）erfc（tod’＋K2－Gz）］．　（A．19）
Here　we　have　used　the　’re｝ations
　　　　　　試嘱。、exp（g2　十　rc　2　，．一4G・＋zg・’「）
　　　　　　　一二≠7・xp（iK・R）［・xp（》両・）・・f・（孚＋Gの
　　　　　　　　　＋・xp（一〉廊の・・f・（孚一G・）］，　　（A・2・）
and
講4儀（　　192　十　rc　2）・傷∫2＋1）・xp（」…き夢2＋i9・・）
＝＝
汲狽翌煤q2＋．2）3／2exp（iK’R）［（i－v7i7T：＋F－Ei7z）exp（tw＋　z）erfc（lrllll’iil！l12＋K2＋Gz）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　両　　　　＋（1　＋　Vi？17：＋F一］5i’z）　exp（一Vj？li一；E17z）erfc（　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一σの　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2G
　　　　＋出町・xp（一i’lli“i2．＋，「c2－G…）］・　．　　（A・21）
　The　tensor　related　to　the　Madelung　energy　is　similarly　calculated　as
　　　母撃∂嘉）
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　　　　　＝　一　p2t，．1；1？L（S（i　一　rcp）　exp（rcp）erfc　（Gp＋　S　；i）
　　　　　　　＋S（1　＋　KP）　exp（一一一rcp）erfc　（Gp　一　1£tT）　＋　ll；；Gp　exp　（一G2p2　一　：iZ2ili，）］
　　　　　　　＋謡ひKK（9、’。、）・傷夢2＋1）・xp（一21きi！：Z・K2）
　　　　　　　一1轄ひ，・辛。・exp（g2　十　K24G2）
　　　　　＝　一　p£t，　lll／“（i（i　一　Kp）　exp（rcp）erfc　（Gp　＋　ti：；i）
　　　　　　　＋＄（1　＋　KP）　exp（一rcP）erfc　（GP　一　titiT）　＋　3；ifGP　exp　（一G2P2　一　li｛12is，）］
　　　　　　　＋舞KK（K・f。・）・／・［・・f・（孚）＋毒平・xp（二κ1表κ2）］
　　　　　　　　一1舞志・・f・（痴　2G）・　　　　（A22）
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